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Äìèòðèåâà Ìàðèíà Âàëåðüåâíà

ÇÀÍßÒÈÅ 11. ÄÅÐÅÂÜß Â ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÈ:

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ È ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÄÀÍÍÛÕ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÄÅÐÅÂÀ

Äàííûå, èìåþùèå èåðàðõè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó, óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñ ïîìî-
ùüþ äåðåâüåâ. Äåðåâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, íàçûâàå-
ìûõ óçëàìè, èëè âåðøèíàìè. Âåðøèíû
ðàñïîëîæåíû íà ðàçíûõ óðîâíÿõ èåðàð-
õèè. Íà ñàìîì âûñîêîì óðîâíå èåðàðõèè
(ïóñòü íîìåð ýòîãî óðîâíÿ 1) ðàñïîëàãàåòñÿ
åäèíñòâåííûé óçåë, íàçûâàåìûé êîðíåì.
Êàæäûé óçåë, ðàñïîëîæåííûé íà i-îì óðîâ-
íå, ñâÿçàí íà áîëåå âûñîêîì (i�1)-îì óðîâ-
íå ñ åäèíñòâåííûì óçëîì, êîòîðûé ÿâëÿ-
åòñÿ èñõîäíûì, èëè ïðåäêîì äëÿ äàííîãî
óçëà. Êàæäûé óçåë i-îãî óðîâíÿ ìîæåò
áûòü ñâÿçàí ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè óç-
ëàìè íà áîëåå íèçêîì (i+1)-îì óðîâíå.
Òàêèå óçëû (i+1)-îãî óðîâíÿ íàçûâàþòñÿ

ïîðîæäåííûìè óçëàìè, èëè ïîòîìêàìè.
Óçëû, íå èìåþùèå ïîðîæäåííûõ, íàçû-
âàþòñÿ ëèñòüÿìè. Íà ïëîñêîñòè óçëû óäîá-
íî èçîáðàæàòü òî÷êàìè, óçëû i-îãî óðîâ-
íÿ ñâÿçûâàòü äóãàìè ñ ïîðîæäåííûìè óç-
ëàìè (i+1)-îãî óðîâíÿ.

Ïðèìåðîì äåðåâà ìîæåò ñëóæèòü ãå-
íåàëîãè÷åñêîå äåðåâî, â êîòîðîì ïîðîæ-
äåííûìè óçëàìè ÿâëÿþòñÿ ñûíîâüÿ. Íà
ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíî ëèøü äâà ïîêîëå-
íèÿ ïîòîìêîâ Àëåêñàíäðà Íåâñêîãî: ñû-
íîâüÿ è âíóêè.

Ìîæíî ïîñòðîèòü ãåíåàëî-
ãè÷åñêîå äåðåâî ñâîåé ñåìüè,
âûáðàâ â êà÷åñòâå êîðíÿ äåðå-
âà, íàïðèìåð, ïðàäåäóøêó. Ñ
ïîìîùüþ äåðåâà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü ðîäîñëîâíóþ íåêîòîðîãî
÷åëîâåêà. Â òàêîì äåðåâå êàæ-
äûé óçåë èìååò äâà ïîðîæäåííûõ,
íàïðèìåð, ëåâûé óçåë õðàíèò
äàííûå î ìàòåðè, ïðàâûé � îá

Ìíîãèå ðåàëüíûå îáúåêòû èìåþò èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, íàïðèìåð, ñõåìà ïðåä-
ïðèÿòèÿ èëè ñòðóêòóðà âëàñòè â ãîñóäàðñòâå, ãåíåàëîãè÷åñêîå äåðåâî ñåìüè èëè ðîäîñ-
ëîâíàÿ íåêîòîðîãî ÷åëîâåêà. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ è îáðàáîòêè ñâÿçàííîé
ñ íèìè èíôîðìàöèè óäîáíà îðãàíèçàöèÿ äàííûõ, îòðàæàþùàÿ ñòðóêòóðó îáúåêòîâ. Åñëè
àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ ýëåìåíòîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèé îáúåêò, íàçûâàåìûé äåðåâîì. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ è
îáðàáîòêè äåðåâüåâ.

Àëåêñàíäð Íåâñêèé

Äìèòðèé I Àíäðåé II

Äàíèèë

Þðèé II Èîàíí I Êàëèòà

Íà ñàìîì âûñîêîì óðîâíå èåðàðõèè ... ðàñïîëàãàåòñÿ
åäèíñòâåííûé óçåë, íàçûâàåìûé êîðíåì.

Ðèñóíîê 1
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îòöå. Íà êàêîì-òî óðîâíå èíôîðìàöèÿ î
ðîäñòâåííèêàõ áåçâîçâðàòíî óòåðÿíà.

Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíî äåðåâî,
óçëû êîòîðîãî ïîìå÷åíû áóêâàìè. Êîð-
íåì ýòîãî äåðåâà ÿâëÿåòñÿ óçåë A. Ýòî
åäèíñòâåííûé óçåë, ðàñïîëîæåííûé íà ñà-
ìîì âûñîêîì óðîâíå èåðàðõèè. Ïîðîæ-
äåííûå êîðíåì óçëû: C, D, E. Óçåë A äëÿ
óçëîâ C, D, E ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì. Óçëû
G, I, K, L, M, E íå èìåþò ïîðîæäåííûõ
óçëîâ è ÿâëÿþòñÿ ëèñòüÿìè. Íà ðèñóíêå 3
èçîáðàæåíû òðè äåðåâà. Ïîñëåäíåå äåðå-
âî ñîñòîèò ëèøü èç îäíîãî óçëà � êîðíÿ
E. Ýòè òðè äåðåâà ÿâëÿþòñÿ ïîääåðåâüÿìè
äåðåâà, ðàñïîëîæåííîãî íà ðèñóíêå 2.
Êîðíè ýòèõ ïîääåðåâüåâ ñâÿçàíû ñ åäèí-
ñòâåííûì óçëîì A. Óçåë A ðàñïîëîæåí íà

áîëåå âûñîêîì óðîâíå èåðàðõèè. Òàêèì
îáðàçîì, ïîðîæäåííûå óçëû ÿâëÿþòñÿ êîð-
íÿìè ïîääåðåâüåâ äàííîãî äåðåâà. Ïðè òà-
êîì ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ äåðåâà äîñòà-
òî÷íî èìåòü óêàçàòåëü íà êîðåíü äåðåâà
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü äîñòóï ê ëþáîé
âåðøèíå äåðåâà.

Äåðåâî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ÷àñò-
íûé ñëó÷àé ãðàôà, à èìåííî, äåðåâî � ýòî
ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ. Â [6] ïðèâåäå-
íû ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ è ñïîñî-
áû èõ ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðèâåäåì ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå
äåðåâà. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ýëåìåíòîâ D, ñîñòîÿùåå èç îäíî-
ãî èëè íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèÿì:
1. Åñòü îäèí âûäåëåííûé ýëåìåíò, íàçû-
âàåìûé êîðíåì äåðåâà.
2. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà D ñî-
äåðæàòñÿ â m ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ìíîæåñòâàõ D1, D2,..., Dm, êàæäîå èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Äåðåâüÿ D1,
D2,..., Dm ÿâëÿþòñÿ ïîääåðåâüÿìè âûäåëåí-
íîãî êîðíÿ.

Äåðåâî, èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå
2, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîâîêóïíîñ-
òè ìíîæåñòâ (ðèñóíîê 4). Ýëåìåíò A � êî-
ðåíü äåðåâà, îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñîäåð-
æàòñÿ â òðåõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâàõ {C, G, I, K}, {D, L, M}, {E}.
Êàæäîå èç ìíîæåñòâ, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâ-
ëÿåòñÿ äåðåâîì. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
{C, G, I, K}. Ýëåìåíò C � êîðåíü äåðåâà,
îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñîäåðæàòñÿ â òðåõ ïî-
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Ìîæíî ïîñòðîèòü ãåíåàëîãè÷åñêîå äåðåâî ñâîåé
ñåìüè, âûáðàâ â êà÷åñòâå êîðíÿ äåðåâà ...
ïðàäåäóøêó.

Ðèñóíîê 2
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ïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ
{G},{I},{K}, êàæäîå èç êîòîðûõ � äåðå-
âî, ñîñòîÿùåå ëèøü èç îäíîãî ýëåìåíòà �
êîðíÿ. Åñëè óçëû èçîáðàçèòü òî÷êàìè íà
ïëîñêîñòè, à êîðíè äåðåâà ñâÿçàòü ñ êîð-
íÿìè ïîääåðåâüåâ, òî ïîëó÷èì èçîáðàæå-
íèå, êàê íà ðèñóíêå 2.

Ïðè ðàáîòå ñ äåðåâüÿìè óäîáíî îï-
ðåäåëèòü ïóñòîå äåðåâî êàê äåðåâî, íå
ñîäåðæàùåå óçëîâ.

ÁÈÍÀÐÍÛÅ ÄÅÐÅÂÜß
È ÈÕ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ

Ñòðóêòóðû äàííûõ è àëãîðèòìû èõ
îáðàáîòêè áóäóò íàèáîëåå ïðîñòûìè â
ñëó÷àå òàê íàçûâàåìûõ áèíàðíûõ äåðåâü-
åâ, òî åñòü òàêèõ äåðåâüåâ, êàæäûé óçåë
êîòîðûõ èìååò íå áîëåå äâóõ ïîðîæäåí-
íûõ óçëîâ (ëåâîãî è ïðàâîãî), è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, íå áîëåå äâóõ ïîääåðåâüåâ (ëå-
âîãî è ïðàâîãî). Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâ-
ëåíû áèíàðíûå äåðåâüÿ. Äåðåâüÿ íà ðè-
ñóíêàõ 5â è 5ã ðàçëè÷íû, òàê êàê â ïåð-
âîì ñëó÷àå óçåë D ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ïîðîæ-
äåííûì äëÿ C, à âî âòîðîì � ïðàâûì ïî-
ðîæäåííûì äëÿ C.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ
äåðåâüåâ ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè èç-

âåñòíî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò äåðåâà èìååò
íå áîëåå k ïîääåðåâüåâ ïðè íåáîëüøîì
çíà÷åíèè k. Òîãäà ìîæíî âêëþ÷èòü â êàæ-
äûé ýëåìåíò k óêàçàòåëåé íà ïîääåðåâüÿ.
Íàèáîëåå ÷àñòûé ñëó÷àé k = 2, ïðè êîòî-
ðîì äåðåâî íàçûâàþò áèíàðíûì, à äâà
ïîääåðåâà � ëåâûì è ïðàâûì, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðè òàêîì ñïîñîáå ïðåäñòàâëå-
íèÿ äîñòàòî÷íî èìåòü ëèøü óêàçàòåëü íà
êîðåíü äåðåâà, ÷òîáû ïîëó÷èòü äîñòóï ê
ëþáîìó ýëåìåíòó, ñïóñêàÿñü âíèç ïî óêà-
çàòåëÿì. Îòñóòñòâóþùåå äåðåâî ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ïóñòûì óêàçàòåëåì.

Óçåë äåðåâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàïèñü,
ñîñòîÿùóþ èç òðåõ ïîëåé, ïåðâîå ïîëå � èíôîð-
ìàöèîííîå, âòîðîå è òðåòüå � óêàçàòåëè íà ëå-
âûé è ïðàâûé ïîðîæäåííûå óçëû (íà êîðíè ëå-
âîãî è ïðàâîãî ïîääåðåâüåâ). Åñëè ýëåìåíò èìå-
åò òèï node, òî òèï çíà÷åíèÿ, íàçûâàåìîãî óêà-
çàòåëåì íà ýëåìåíò node, çàïèñûâàåòñÿ òàê:
^node. Â ðàçäåëå îïðåäåëåíèÿ òèïîâ ìîæíî ââå-
ñòè ñèíîíèì äëÿ òèïà ̂ node: tree=^node.

Îïèñàíèå òèïîâ äàííûõ äëÿ áèíàðíîãî
äåðåâà ìîæåò âûãëÿäåòü òàê:
type elem_tree=char; tree=^node;
     node= record
           info:elem_tree; left,right:tree
    end

Çàìåòèì, ÷òî â îïèñàíèè ñíà÷àëà èäåò
îïðåäåëåíèå òèïà tree, òàê êàê òèï tree èñïîëü-
çóåòñÿ ïðè îïèñàíèè ïîëåé left è right. Çàìå-
òèì, ÷òî êîíñòðóêöèÿ ̂ z � åäèíñòâåííûé îïèñà-
òåëü òèïà, êîòîðûé ìîæåò ñîäåðæàòü åùå íå îï-
ðåäåëåííûé â ïðîãðàììå èäåíòèôèêàòîð òèïà Z.
Åñëè â ïðîãðàììå ïåðåìåííàÿ t îïèñàíà ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: var t: tree, òî ãîâîðÿò, ÷òî t
ÿâëÿåòñÿ óêàçàòåëåì íà ýëåìåíò òèïà node. Ïå-
ðåìåííàÿ t ìîæåò èìåòü çíà÷åíèå nil. Ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî óêàçàòåëü íå óñòàíîâëåí íè íà êàêîé
ýëåìåíò. Ïåðåìåííàÿ, íà êîòîðóþ óñòàíîâëåí óêà-
çàòåëü, îáîçíà÷àåòñÿ t^, â íàøåì ñëó÷àå t^ èìå-
åò òèï node. Ïîëó÷èòü äîñòóï ê ïîëÿì ïåðåìåí-
íîé t^ ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: t^.info,
t^.left, t^.right.

Åñëè â ïðîãðàììå îïèñàíû äâå ïåðåìåí-
íûå p è q (var p,q: tree), òî ïîñëå âûïîëíå-
íèÿ îïåðàòîðà ïðèñâàèâàíèÿ p:=q îáà óêàçàòå-
ëÿ p è q óñòàíîâëåíû íà îäíó è òó æå ïåðåìåí-
íóþ, à èìåííî íà òó, íà êîòîðóþ ïåðâîíà÷àëüíî
áûë óñòàíîâëåí óêàçàòåëü q. Çíà÷åíèå ïåðåìåí-
íîé òèïà óêàçàòåëÿ ìîæåò èçìåíèòüñÿ â ðåçóëü-
òàòå âûïîëíåíèÿ îïåðàòîðà ïðèñâàèâàíèÿ
p:=nil. Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé òèïà óêàçàòåëÿ
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ìîæåò èçìåíèòüñÿ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ñòàí-
äàðòíîé ïðîöåäóðû new(p), ïðè âûïîëíåíèè
êîòîðîé âûäåëÿåòñÿ ïàìÿòü ïîä çíà÷åíèå òèïà
node, è óêàçàòåëü p óñòàíàâëèâàåòñÿ íà íîâûé,
ñîçäàííûé ýëåìåíò ñ íåîïðåäåëåííûìè çíà÷åíè-
ÿìè ïîëåé. Åñëè ïàìÿòü íå ìîæåò áûòü âûäåëå-
íà, òî çíà÷åíèå p ñòàíîâèòüñÿ ðàâíûì nil.

Âûïîëíåíèå îïåðàòîðà ïðèñâàèâàíèÿ
p^:= q^ ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî, õîòÿ óêàçàòåëè
óñòàíîâëåíû íà ðàçíûå ïåðåìåííûå, çíà÷åíèÿ
ýòèõ ïåðåìåííûõ îäèíàêîâû.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ
ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÁÈÍÀÐÍÛÕ ÄÅÐÅÂÜÅÂ

Ïðè îáðàáîòêå äåðåâüåâ óäîáíî èñ-
ïîëüçîâàòü ðåêóðñèâíûå ìåòîäû. Íàïîì-
íèì, ÷òî ïðè ðàçðàáîòêå ðåêóðñèâíîãî
àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ îáðàòèòü âíèìàíèå íà
ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
1. Îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû, îò êîòîðûõ çà-
âèñèò ðåøåíèå çàäà÷è.
2. Ðåøèòü çàäà÷ó â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå.
3. Ñâåñòè çàäà÷ó ê íåé ñàìîé, íî ñ äðóãè-
ìè, áîëåå «ïðîñòûìè», ïàðàìåòðàìè.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß
×ÈÑËÀ ÓÇËÎÂ ÁÈÍÀÐÍÎÃÎ ÄÅÐÅÂÀ

Ïðè âûáðàííîì ñïîñîáå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ äåðåâà äëÿ åãî çàäàíèÿ äîñòàòî÷íî
èìåòü óêàçàòåëü íà êîðåíü äåðåâà, êîòî-
ðûé è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì.
Åñëè äåðåâî ïóñòî, òî ÷èñëî åãî óçëîâ ðàâ-
íî 0. Ýòî è åñòü ðåøåíèå çàäà÷è â òðèâè-

àëüíîì ñëó÷àå. Åñëè æå äåðåâî íå ïóñòî,
òî ÷èñëî åãî óçëîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóì-
ìà ÷èñëà óçëîâ â ëåâîì ïîääåðåâå è ÷èñëà
óçëîâ â ïðàâîì ïîääåðåâå, óâåëè÷åííàÿ íà
åäèíèöó. ×èñëî óçëîâ äåðåâà ìîæíî îï-
ðåäåëèòü ðåêóðñèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

nnode(t)=1+nnode(tl)+ nnode(tr),
ãäå t � èñõîäíîå äåðåâî, tl, tr � ëåâîå è
ïðàâîå ïîääåðåâüÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåøå-
íèå çàäà÷è î ÷èñëå óçëîâ äåðåâà ñâåäåíî
ê ðåøåíèþ òîé æå ñàìîé çàäà÷è, íî óæå
ïðèìåíèòåëüíî ê ïîääåðåâüÿì äàííîãî
äåðåâà. Â êàæäîì èç ïîääåðåâüåâ ÷èñëî
óçëîâ ìåíüøå, ÷åì â äåðåâå. Èìåííî â ýòîì
ñìûñëå ïîíèìàþòñÿ â äàííîì ñëó÷àå áî-
ëåå «ïðîñòûå» ïàðàìåòðû.

Îïèøåì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ áè-
íàðíîãî äåðåâà, çàäàííîãî óêàçàòåëåì íà
êîðåíü, îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî óçëîâ â
äåðåâå.
function nnode (t: tree): integer;
begin
  if t=nil
  then nnode=0
 else nnode=1+nnode(t^.left)+
        nnode(t^.right)
end

Çàäà÷à 1.
Óðîâåíü 1.

1) Îïèøèòå ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì âû÷èñ-
ëåíèÿ êîëè÷åñòâà ëèñòüåâ áèíàðíîãî äå-
ðåâà.

Ïðè âûáðàííîì ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ äåðåâà
äëÿ åãî çàäàíèÿ äîñòàòî÷íî èìåòü óêàçàòåëü
íà êîðåíü äåðåâà...

Îïèøèòå ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
êîëè÷åñòâà ëèñòüåâ áèíàðíîãî äåðåâà.
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Â òåðìèíàõ ãåíåàëîãè÷åñêîãî äåðåâà � ýòî
êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðîäà, íå èìåþùèõ (èëè
íå èìåâøèõ) ñûíîâåé. Â òåðìèíàõ äåðåâà
ðîäîñëîâíîé � ýòî òå ïðåäêè, ïðî îáîèõ ðî-
äèòåëåé êîòîðûõ íàì íè÷åãî íå èçâåñòíî.
2) Îïèøèòå ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì âû÷èñ-
ëåíèÿ êîëè÷åñòâà ðåáåð áèíàðíîãî äåðåâà.
Â òåðìèíàõ ãåíåàëîãè÷åñêîãî äåðåâà � ýòî
÷èñëî ñûíîâåé â ðîäó, â òåðìèíàõ äåðåâà
ðîäîñëîâíîé � ÷èñëî èçâåñòíûõ ïðåäêîâ.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂÛÑÎÒÛ ÄÅÐÅÂÀ

Âûñîòîé äåðåâà íàçûâàåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûé èç óðîâíåé âñåõ óçëîâ äåðåâà.
Âûñîòà ïóñòîãî äåðåâà ðàâíà 0, âûñîòà
äåðåâà, ñîñòîÿùåãî ëèøü èç êîðíÿ, ðàâíà
1, âûñîòà äåðåâà, èçîáðàæåííîãî íà ðè-
ñóíêå 6, ðàâíà 5. Íà ðèñóíêå 7 èçîáðàæå-
íî äåðåâî, ãäå ÷åðåç A è B îáîçíà÷åíû
ïîääåðåâüÿ, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ìî-
ãóò áûòü è ïóñòûìè. Ïðè ïîñòðîåíèè àë-

ãîðèòìà ìîæíî ðàññóæäàòü è òàê: êàê íàé-
òè âûñîòó äåðåâà T, åñëè èçâåñòíû âûñî-
òû ïîääåðåâüåâ A è B? Äëÿ òîãî ÷òîáû
íàéòè âûñîòó äåðåâà T, íàäî âçÿòü ìàêñè-
ìàëüíóþ èç âûñîò ïîääåðåâüåâ A è B è
óâåëè÷èòü íà 1.

Ðåêóðñèâíî âûñîòó áèíàðíîãî äåðå-
âà t îïèøåì òàê:

h(t)=max(h(tl),h(tr))+1, h(null)=0,
ãäå t � èñõîäíîå äåðåâî, tl, tr � ëåâûå è
ïðàâûå ïîääåðåâüÿ, null � ïóñòîå äåðåâî.

ÏÎÈÑÊ ÝËÅÌÅÍÒÀ Â ÄÅÐÅÂÅ

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà
ýëåìåíòà â äåðåâå. Ïðè ðåøåíèè ýòîé çà-
äà÷è èñïîëüçóþòñÿ äâà ïàðàìåòðà, îäèí ïà-
ðàìåòð çàäàåò äåðåâî, âòîðîé � òîò ýëå-
ìåíò, êîòîðûé òðåáóåòñÿ íàéòè â äåðåâå.
Êàê è ðàíåå, òðèâèàëüíîå ðåøåíèå áóäåò
â ñëó÷àå, êîãäà äåðåâî ïóñòî. Â òàêîì äå-
ðåâå íåò óçëîâ, ñëåäîâàòåëüíî, íåò èíòå-
ðåñóþùåãî íàñ óçëà. Åñëè äåðåâî íå ïóñ-
òî, òî èññëåäóåòñÿ êîðåíü äåðåâà. Åñëè ýëå-
ìåíò, ðàñïîëîæåííûé â êîðíå äåðåâà, ñî-
âïàäàåò ñ çàäàííûì ýëåìåíòîì, òî çàäà÷à
ðåøåíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîèñê ýëå-

ìåíòîâ ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü
â ïîääåðåâüÿõ A è B (ðèñó-
íîê 7). Ïîðÿäîê ïðîñìîòðà
ïîääåðåâüåâ ïðîèçâîëåí,
åñëè ýòî íå îãîâîðåíî îñî-
áî. Ïðîñìàòðèâàåì, íàïðè-
ìåð, ïîääåðåâî A. Åñëè òðå-
áóåìûé ýëåìåíò íàéäåí, òî
çàäà÷à ðåøåíà. Åñëè æå ýëå-
ìåíò â ïîääåðåâå A íå îáíà-
ðóæåí, òî ïîèñê ñëåäóåò ïðî-
äîëæàòü â ïîääåðåâå B. Â
ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò ïîèñ-
êà âî âñåì äåðåâå çàâèñèò
îò òîãî, íàéäåí èëè íåò ýëå-
ìåíò â ïîääåðåâå B.

Çàäà÷à 2.
Óðîâåíü 1. Îïèøèòå ðåêóðñèâíûé àë-

ãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé ÷èñëî ýëåìåíòîâ â
áèíàðíîì äåðåâå, ðàâíûõ çàäàííîìó.

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ðåêóðñèâíóþ
ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà óçëîâ, íà-
õîäÿùèõñÿ íà çàäàííîì óðîâíå.

À

E F

CB

G H

N

1

2

3

4

5

D

Ðèñóíîê 6

A B

Ðèñóíîê 7

...êàê íàéòè
âûñîòó äåðåâà T,
åñëè èçâåñòíû
âûñîòû
ïîääåðåâüåâ A è B?
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Ôîðìàò ââîäà:
Çàäàííûé óðîâåíü k
Êîëè÷åñòâî óçëîâ â äåðåâå n
1 ËÏ1 ÏÏ1
2 ËÏ2 ÏÏ2
...
n ËÏn ÏÏn
Ïðèìå÷àíèå. ËÏ � ññûëêà íà ëåâîå ïîä-
äåðåâî, ÏÏ � ññûëêà íà ïðàâîå ïîääåðå-
âî, ïóñòûå ïîääåðåâüÿ îáîçíà÷àþòñÿ 0.

Ôîðìàò âûâîäà:
×èñëî óçëîâ íà óðîâíå k

Ïðèìåð.
Äåðåâî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 8.

Ââîä:
2
7
1 2 3
2 4 5
3 6 7
4 0 0
5 0 0
6 0 0
7 0 0

Âûâîä:
2

ÎÁÕÎÄ ÄÅÐÅÂÀ

Îäíà èç ðàñïðîñòðàíåííûõ çàäà÷ ïðè
ðàáîòå ñ äåðåâüÿìè � âûïîëíåíèå íåêî-
òîðîãî äåéñòâèÿ p ñ êàæäûì ýëåìåíòîì
äåðåâà. ×àñòî òàêóþ çàäà÷ó íàçûâàþò çà-
äà÷åé îáõîäà äåðåâà. Ïðè ðàáîòå ñ äåðå-
âüÿìè îïåðàöèé [7] ïðèâîäèëèñü àëãîðèò-
ìû îáõîäà, ïîçâîëÿþùèå ïî äåðåâó îïå-
ðàöèé ïîëó÷èòü ïðåôèêñíóþ è ïîñòôèêñ-
íóþ íîòàöèþ ôîðìóë.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ëåâî-
ñòîðîííèé îáõîä äåðåâà. Ïðè ëåâîñòîðîí-
íåì îáõîäå ñíà÷àëà ïîëíîñòüþ îáõîäèòñÿ
ëåâîå ïîääåðåâî êîðíÿ (åñëè ïîääåðåâî
ñóùåñòâóåò), çàòåì äåéñòâèå p ïðèìåíÿåò-
ñÿ ê êîðíþ äåðåâà, à çàòåì îáõîäèòñÿ ïðà-
âîå ïîääåðåâî. Ïðè ýòîì ïîääåðåâî îáõî-
äèòñÿ ëåâîñòîðîííèì ñïîñîáîì, òî åñòü îïè-
ñàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì.

Îïèøåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ
óçëîâ äåðåâà, ðàñïîëîæåííûõ íà i-îì óðîâ-
íå (i > 0). Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à èìååò äâà

ïàðàìåòðà, îäèí çàäàåò
áèíàðíîå äåðåâî, âòîðîé
� íîìåð óðîâíÿ, íà êîòî-
ðîì èùåì âåðøèíû. Åñëè
äåðåâî ïóñòî, òî âåðøèí
i-îãî óðîâíÿ â íåì íåò.
Åñëè æå äåðåâî íå ïóñòî
è çíà÷åíèå i ðàâíî 1, òî
ýëåìåíò i-îãî óðîâíÿ �
ýòî êîðåíü äåðåâà. Ñâå-
äåì ðåøåíèå çàäà÷è ê íåé
ñàìîé, íî ñ äðóãèìè ïà-
ðàìåòðàìè. Çàìåòèì, ÷òî
âñå óçëû i-îãî óðîâíÿ äå-
ðåâà t ÿâëÿþòñÿ óçëàìè

Íàïèøèòå ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà óçëîâ,
íàõîäÿùèõñÿ íà çàäàííîì óðîâíå...

Ðèñóíîê 8

Îïèøèòå ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì,
îïðåäåëÿþùèé ÷èñëî ýëåìåíòîâ â áèíàðíîì
äåðåâå, ðàâíûõ çàäàííîìó...

1

4 6 7

32

5
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(i �1)-îãî óðîâíÿ äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî ïîä-
äåðåâüåâ äåðåâà t. Íàïðèìåð, óçëû D, E, F
ÿâëÿþòñÿ óçëàìè òðåòüåãî óðîâíÿ äëÿ äå-
ðåâà íà ðèñóíêå 6 è óçëàìè âòîðîãî óðîâ-
íÿ äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî ïîääåðåâüåâ, èçîá-
ðàæåííûõ íà ðèñóíêå 9.

Çàäà÷à 3.
Óðîâåíü 2. Ïîñëå ìíîãèõ ÷àñîâ, ïðî-

âåäåííûõ â áèáëèîòåêå,
Âèâè ñîñòàâèëà ñâîþ
ðîäîñëîâíóþ. Îíà ïî-
ëó÷èëàñü íàñòîëüêî îá-
øèðíîé, ÷òî Âèâè çà-
ïóòàëàñü â îòíîøåíèÿõ
ðîäñòâà ìåæäó ñâîèìè
ïðåäêàìè. Ïîìîãèòå
Âèâè ðàçîáðàòüñÿ â åå
ðîäîñëîâíîé. Äëÿ ýòî-
ãî íàïèøèòå ïðîãðàì-
ìó, êîòîðàÿ âûïèñûâà-

åò äëÿ äâóõ ïðåäêîâ Âèâè èõ îòíîøåíèå
ðîäñòâà. Ðîäîñëîâíàÿ çàäàíà áèíàðíûì äå-
ðåâîì, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ÷åëîâåêà â
êîðíå ëåâîãî ïîääåðåâà íàõîäèòñÿ åãî
ìàòü, à â êîðíå ïðàâîãî � îòåö.

Ôîðìàò ââîäà:
n (êîëè÷åñòâî óçëîâ äåðåâà áåç ó÷åòà êîðíÿ)
1 èìÿ 1 ËÏ1 ÏÏ1
2 èìÿ 2 ËÏ2 ÏÏ2
...
n èìÿ n ËÏn ÏÏn
Èìÿ ïðåäêà 1
Èìÿ ïðåäêà 2

Ôîðìàò âûâîäà:
Îòíîøåíèå ðîäñòâà ìåæäó ïðåäêîì 1 è
ïðåäêîì 2.

Ïðèìåð.
Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ îïèñàíèÿ ñëåäóåò èñïîëü-
çîâàòü òîëüêî ñëîâà «ìàòü, ìàòåðè, ñûí,
ñûíà, îòåö, îòöà, äî÷ü, äî÷åðè». (Åñëè
èìåí, ïðèâåäåííûõ â ïðèìåðå îêàæåòñÿ
íåäîñòàòî÷íî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäó-
þùèå: Âàñèî, Ïåòèî, Òîëèî, Áîðèî, Ìèìè,
Äèäè, Ëóëó, Çóçó è ò.ä.) Äåðåâî èçîáðàæå-
íî íà ðèñóíêå 10.

Ââîä:
6
1 Ëþñè 3 4
2 Ïåäðî 5 6
3 Ìàðè 0 0
4 Àíòîíèî 0 0
5 Ëèëè 0 0
6 Ïàáëî 0 0
Ëþñè
Ëèëè

Âûâîä:
Ëþñè = ìàòü äî÷åðè ñûíà Ëèëè

D
E

F

CB

G H

N

11

22

33

4

...òàêóþ çàäà÷ó
íàçûâàþò çàäà÷åé
îáõîäà äåðåâà...

Ðèñóíîê 9

Âèâè

Ïåäðî

ÏàáëîËèëè

Ëþñè

Àíòîíèî

1 2

4 5 6

Ìàðè

3

Ðèñóíîê 10
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ÁÈÍÀÐÍÎÅ ÄÅÐÅÂÎ ÏÎÈÑÊÀ

Áèíàðíîå äåðåâî óäîáíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ áûñòðîãî ïî-
èñêà äàííûõ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ýëåìåíòû, êîòîðûå áóäóò îðãà-
íèçîâàíû â áèíàðíîå äåðåâî,
ñíàáæåíû ÷èñëîâûì ïðèçíàêîì,
êîòîðûé íàçîâåì âåñîì ýëåìåí-
òà. Ýëåìåíòû â äåðåâå áóäåì ðàçìåùàòü
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ëåâîå ïîääåðåâî
ëþáîãî óçëà L ñîäåðæàëî òîëüêî òå óçëû,
âåñ êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì âåñ óçëà L, à
ïðàâîå ïîääåðåâî � òå óçëû, âåñ êîòîðûõ
áîëüøå èëè ðàâåí âåñó óçëà L. Òàêèå äå-
ðåâüÿ íàçûâàþò äåðåâüÿìè ïîèñêà èëè ñîð-
òèðîâêè. Íà ðèñóíêå 11 èçîáðàæåíî òà-
êîå äåðåâî.

Îïèøåì àëãîðèòì äîáàâëåíèÿ ýëå-
ìåíòà ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì z â äåðåâî
ïîèñêà T. Ñðàâíèâàåòñÿ âåñ z ñ âåñîì êîð-
íÿ äåðåâà T. Åñëè âåñ z ìåíüøå, òî ýëå-
ìåíò ñëåäóåò ðàçìåñòèòü â ëåâîì ïîääåðå-
âå T, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � â ïðàâîì. Äà-
ëåå ïîèñê ìåñòà äëÿ ðàçìåùåíèÿ ýëåìåí-
òà ïîâòîðÿåòñÿ ðåêóðñèâíî. Äîáàâëÿåìûé
ýëåìåíò îáðàçóåò íîâûé ëèñò äåðåâà.

Ïðè äîáàâëåíèè ýëåìåíòîâ ñî çíà-
÷åíèÿìè 3 è 5 â äåðåâî ïîèñêà, èçîáðà-
æåííîå íà ðèñóíêå 11, äåðåâî ïðèìåò âèä,
ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå 12.

Îïèøåì ïðîöåäóðó äîáàâëåíèÿ â áèíàð-
íîå äåðåâî ïîèñêà T ýëåìåíòà z. Ñ÷èòàåì, ÷òî
òèï èíôîðìàöèîííîãî ïîëÿ ýëåìåíòà äåðåâà �
öåëûé

(elem_tree=integer)
procedure add_tree
  (var t: tree; z: elem_tree);
  var p:tree;
begin if t=nil
   then begin new(t);
        t^.info := z;
        t^.left := nil;
        t^.right := nil
        end
   else if z < t^.info
    then add_tree (t^.left,z)
      else add_tree (t^.right,z)
end

Ïðè ëåâîñòîðîííåì îáõî-
äå áèíàðíîãî äåðåâà ïîèñêà ýëå-
ìåíòû äåðåâà îáðàçóþò âîçðàñ-
òàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ëå-
âîñòîðîííèé îáõîä äåðåâà íà ðè-
ñóíêå 12 îáåñïå÷èò îáðàáîòêó
âåðøèí â ïîðÿäêå: 2 3 3 4 5 5 6

5

2 6 10

83

4

9 127

5

2 6 10

83

4

953 127

Áèíàðíîå äåðåâî
óäîáíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ áûñòðîãî ïîèñêà äàííûõ...

Ïðè äîáàâëåíèè ýëåìåíòîâ
... äåðåâî ïðèìåò âèä, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå...

Ðèñóíîê 11

Ðèñóíîê 12
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7 8 9 10. Ïðè ïðàâîñòîðîííåì îáõîäå çíà-
÷åíèÿ áóäóò ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå óáû-
âàíèÿ.

Äëÿ äåðåâüåâ ïîèñêà ëåã÷å, ÷åì äëÿ
îáû÷íûõ áèíàðíûõ äåðåâüåâ, ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à ïîèñêà. Íà êàæäîì øàãå èçâåñòíî
ïîääåðåâî, â êîòîðîì ñëåäóåò ïðîäîëæàòü
ïîèñê.

ÏÎÈÑÊ Ñ ÂÊËÞ×ÅÍÈÅÌ

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ èñïîëü-
çóåòñÿ àëãîðèòì, êîòîðûé ïîëó÷èë íàçâà-
íèå Ïîèñê ñ âêëþ÷åíèåì. Ñîãëàñíî ýòîìó
àëãîðèòìó ýëåìåíò äîáàâëÿåòñÿ â äåðåâî
ïîèñêà ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, åñëè òàêîãî
ýëåìåíòà â äåðåâå íå áûëî. Òàêèì îáðà-
çîì, âñå ýëåìåíòû äåðåâà ðàçëè÷íû.

Çàäà÷à 4.
Óðîâåíü 1. Îïèøèòå äâà àëãîðèòìà

(ðåêóðñèâíûé è íåðåêóðñèâíûé) ïîèñêà
ýëåìåíòà ñ çàäàííûì âåñîì â äåðåâå ïî-
èñêà.

Óðîâåíü 2. Çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñåë, ÷èñëî 0 � ïðè-
çíàê êîíöà. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòî-
ðàÿ ôîðìèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ, ïðè÷åì êàæäîå ÷èñ-
ëî âñòðå÷àåòñÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ëèøü îäèí ðàç.

Óêàçàíèå. Ïî çàäàííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïîñòðîéòå äåðåâî ïîèñêà, èñ-
ïîëüçóÿ ïðîöåäóðó, ðåàëèçóþùóþ àëãîðèòì
ïîèñêà ñ âêëþ÷åíèåì. Çàòåì îñóùåñòâèòå
ïðàâîñòîðîííèé îáõîä ïîñòðîåííîãî äå-
ðåâà.

Ôîðìàò ââîäà:
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
çàâåðøàåìàÿ íóëåì

Ôîðìàò âûâîäà:
Îòñîðòèðîâàííàÿ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü áåç ïîâòîðåíèé

Ïðèìåð.
Ââîä:

2 9 8 6 2 8 5 0
Âûâîä:

9 8 6 5 2

Çàäà÷à 5.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-

ñÿ óïðîùåííûì âàðèàíòîì çàäà÷è î ÷àñ-
òîòíîì ñëîâàðå. Âìåñòî àíàëèçà ñëîâ íå-
êîòîðîãî òåêñòà, áóäóò àíàëèçèðîâàòüñÿ
÷èñëà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Âî âõîäíîì ïîòîêå çàäàíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñåë, ÷èñ-
ëî 0 ñ÷èòàåòñÿ ïðèçíàêîì êîíöà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Òðåáóåòñÿ íàïèñàòü ïðîãðàì-
ìó, êîòîðàÿ ôîðìèðóåò äâå òàáëèöû. Â
êàæäîé èç òàáëèö õðàíèòñÿ ÷èñëî è êîëè-
÷åñòâî åãî âõîæäåíèé â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Ïåðâàÿ òàáëèöà óïîðÿäî÷åíà â ïî-
ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñåë, âòîðàÿ � â ïî-
ðÿäêå óáûâàíèÿ ÷àñòîò âõîæäåíèÿ. Íàì
íåèçâåñòíî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîýòîìó ìû íå çíà-
åì ðàçìåðà òàáëèö.

Ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: âñå ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè îðãàíèçîâàòü â áèíàðíîå äåðåâî
ïîèñêà. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ïðîâåðÿòü,
âñòðå÷àëîñü ëè îíî ðàíåå â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Åñëè ÷èñëî âñòðåòèëîñü
âïåðâûå, òî â äåðåâî âêëþ÷èòü óçåë,
îäíî èç ïîëåé êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ
÷èñëîì, âòîðîå ïîëå õàðàêòåðèçóåò ÷à-
ñòîòó âõîæäåíèÿ è ðàâíî â äàííîì
ñëó÷àå 1. Åñëè æå ðàññìàòðèâàåìîå
÷èñëî óæå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïèøèòå äâà àëãîðèòìà ... ïîèñêà ýëåìåíòà
ñ çàäàííûì âåñîì â äåðåâå ïîèñêà...
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âñòðå÷àëîñü, òî â äåðåâå åñòü ñîîòâåòñòâó-
þùèé ýòîìó ÷èñëó óçåë. Â ýòîì ñëó÷àå óçåë
íàäî íàéòè è ÷àñòîòó âõîæäåíèÿ óâåëè-
÷èòü íà 1.

Ïîñëå ïðîñìîòðà âñåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè áóäåò ïîñòðîåíî äåðåâî ïîèñ-
êà, êîëè÷åñòâî óçëîâ êîòîðîãî ðàâíî êî-
ëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ ÷èñåë â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Ñ êàæäûì ÷èñëîì õðàíèòñÿ êîëè-
÷åñòâî åãî âõîæäåíèé â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Îñóùåñòâëÿÿ ëåâîñòîðîííèé îáõîä
äåðåâà, ïîëó÷èì òàáëèöó, ÷èñëà â êîòî-
ðîé óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë: 12 7
3 15 3 9 7 12 13 7 3 9 17 9 13 3 17 3 9 0.
Ïîñëå ïðîñìîòðà âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè áóäåò ïîñòðîåíî äåðåâî T, èçîáðàæåí-
íîå íà ðèñóíêå 13. Â êàæäîì óçëå äåðåâà
ïåðâîå ÷èñëî � ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, âòîðîå ÷èñëî � ÷àñòîòà âõîæäåíèÿ â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðè ïðèìåíåíèè ëå-
âîñòîðîííåãî îáõîäà ê ïîñòðîåííîìó äå-
ðåâó T áóäóò âûâåäåíû çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâ-
ëåííûå â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1

Ýëåìåíò ×àñòîòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âõîæäåíèÿ
3 5
7 3
9 4
12 2
13 2
15 1
17 2

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü òàáëèöó
â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ÷àñòîò, ìîæíî ïî
äåðåâó ïîèñêà ïîñòðîèòü äåðåâî, ýëåìåí-

òû êîòîðîãî óïî-
ðÿäî÷åíû ïî ÷àñ-
òîòå âõîæäåíèÿ, à
çàòåì ïðèìåíèòü ê
íåìó ïðîöåäóðó
ïðàâîñòîðîííåãî
îáõîäà.

Ïðè ëåâîñòî-
ðîííåì îáõîäå äåðåâà T â êà÷åñòâå ïðî-
öåäóðû îáðàáîòêè óçëà âîçüìåì ïðîöåäó-
ðó äîáàâëåíèÿ óçëà â äåðåâî ïîèñêà L,
òàê ÷òîáû äåðåâî L áûëî óïîðÿäî÷åíî ïî
÷àñòîòå âõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü. Äåðåâî èçîáðàæåíî íà ðèñóí-
êå 14.

Ïðèìåíÿÿ ïðàâîñòîðîííèé îáõîä ê
äåðåâó L, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó 2,
ýëåìåíòû êîòîðîé óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿä-
êå óáûâàíèÿ ÷àñòîò.

Òàáëèöà 2

Ýëåìåíò ×àñòîòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âõîæäåíèÿ
3 5
9 4
7 3
17 2
13 2
12 2
15 1

Ïðèìåíèì ïðàâîñòîðîííèé îáõîä
äåðåâà T è ïîñòðîèì äåðåâî ïîèñêà L1,
ýëåìåíòû êîòîðîãî óïîðÿäî÷åíû ïî ÷àñ-
òîòå âõîæäåíèÿ. Äåðåâî L1 ïðåäñòàâëåíî
íà ðèñóíêå 15. Ïðèìåíÿÿ ê äåðåâó L1 ïðà-

12

7 15

171393

2

3 1

2245

3

7

912

5

3

42

17

1315

2

21

Ðèñóíîê 13

Ðèñóíîê 14
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âîñòîðîííèé îá-
õîä, ïîëó÷èì òàá-
ëèöó 3, êîòîðàÿ
óïîðÿäî÷åíà â ïî-
ðÿäêå óáûâàíèÿ
÷àñòîò, íî îòëè÷íà
îò òàáëèöû 2.

Òàáëèöà 3

Ýëåìåíò ×àñòîòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âõîæäåíèÿ
3 5
9 4
7 3
12 2
13 2
17 2
15 1

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-
òîðàÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë ôîð-
ìèðóåò äâå òàáëèöû è ðåàëèçóåò îïèñàí-
íûé àëãîðèòì.

Ôîðìàò ââîäà:
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
çàâåðøàåìàÿ íóëåì

Ôîðìàò âûâîäà:
Äâå òàáëèöû ïîñòðî÷íî è ïîî÷åðåäíî

Ïðèìåð.
Ââîä:

12 7 3 15 3 9 7 12 13 7 3 9 17 9 13 3 17 3
9 0

Âûâîä:
3 5
7 3
9 4
12 2
13 2
15 1
17 2
3 5
9 4
7 3
17 2
13 2
12 2
15 1

ÄÅÐÅÂÎ ÎÏÅÐÀÖÈÉ

Ñ ïîìîùüþ áèíàðíîãî äåðåâà óäîá-
íî ïðåäñòàâëÿòü ðàçëè÷íûå ôîðìóëû. Â [7]
ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ôîðìóë è íåêîòîðûå àëãîðèò-
ìû èõ îáðàáîòêè. Îäèí èç ñïîñîáîâ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ôîðìóë � èñïîëüçîâàíèå äåðå-
âà îïåðàöèé. Ôîðìóëà ïðîñìàòðèâàëàñü
ñëåâà íàïðàâî, è ñ ïîìîùüþ ñòåêà ñòðîè-
ëîñü äåðåâî îïåðàöèé. Íàïîìíèì, ÷òî â
äåðåâå îïåðàöèé êàæäûé óçåë (êðîìå ëè-
ñòüåâ) ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèè, à ëåâîå è
ïðàâîå ïîääåðåâüÿ � îïåðàíäàì.

Îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåðåâà
îïåðàöèé ïî ôîðìóëå, ïðåäñòàâëåííîé
ñòðîêîé. Ôîðìóëà ïðîñìàòðèâàåòñÿ ñëåâà
íàïðàâî îäèí ðàç.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìóëà ñîñòîèò
èç îäíîáóêâåííûõ èäåíòèôèêàòîðîâ (áóêâ
ëàòèíñêîãî àëôàâèòà), êðóãëûõ ñêîáîê è

12

9

37

1315

2

4

53

21

17 2 Ðèñóíîê 15

Îäèí èç ñïîñîáîâ
ïðåäñòàâëåíèÿ

ôîðìóë �
èñïîëüçîâàíèå

äåðåâà îïåðàöèé...
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îïåðàöèé (+, �, *, /). Äëÿ àíàëèçà ôîðìó-
ëû íàì óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå ïîíÿ-
òèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå îòäåëüíûå ÷àñòè
ôîðìóëû è ôîðìóëó â öåëîì. Áóäåì íàçû-
âàòü ìíîæèòåëåì ëèáî èäåíòèôèêàòîð ïå-
ðåìåííîé ëèáî ôîðìóëó, çàêëþ÷åííóþ â
êðóãëûå ñêîáêè. Íàçîâåì òåðìîì ëèáî
îäèí ìíîæèòåëü ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìíîæèòåëåé, ñîåäèíåííûõ çíàêàìè «*» è
«/», ôîðìóëîé � ëèáî îäèí òåðì ëèáî ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü òåðìîâ, ñîåäèíåííûõ çíà-
êàìè «+» è «�».

Îïèøåì ïðîöåäóðó Form ñ îäíèì
ïàðàìåòðîì t, äåéñòâèå êîòîðîé ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ïî ïðîñìîòðåííîé ôîðìóëå
ïðîöåäóðà ñòðîèò ñîîòâåòñòâóþùåå åé äå-
ðåâî îïåðàöèé ñî ññûëêîé íà êîðåíü t.
Ïî äàííîìó íàìè îïðåäåëåíèþ, ôîðìóëà
âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ñ òåðìà. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïðîöåäóðà Term(t1) ñòðîèò äåðåâî äëÿ
÷àñòè ôîðìóëû, ÿâëÿþùåéñÿ òåðìîì, è t1
� ññûëêà íà êîðåíü ïîñòðîåííîãî äåðåâà.
Ïðè àíàëèçå ôîðìóëû â ðåçóëüòàòå èñïîë-
íåíèÿ âûçîâà Term(t1) áóäåò ïîñòðîåíî
äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðâîìó òåðìó
ôîðìóëû ñî ññûëêîé íà êîðåíü t1. Åñëè â
ôîðìóëå ñëåäóþùèé çà ïåðâûì òåðìîì
ñèìâîë îòëè÷åí îò çíàêà îïåðàöèè «+»
èëè «�», òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà ñî-
ñòîèò èç îäíîãî òåðìà, è àíàëèç ôîðìóëû
çàâåðøåí. Åñëè æå âñëåä çà ïåðâûì òåð-
ìîì èäåò çíàê îïåðàöèè «+» èëè «�», òî
òðåáóåòñÿ ïðîäîëæàòü àíàëèç ôîðìóëû.
Äàëåå ôîðìèðóåòñÿ óçåë äåðåâà äëÿ çíàêà
îïåðàöèè. Â êà÷åñòâå ëåâîãî ïîääåðåâà
íàäî âçÿòü äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåð-

âîìó òåðìó, ñ ïîìîùüþ
ïðîöåäóðû Term ïîñò-
ðîèòü äåðåâî  äëÿ ñëåäó-
þùåãî òåðìà � ôîðìóëû
è âçÿòü åãî â êà÷åñòâå
ïðàâîãî ïîääåðåâà óçëà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî çíàêó
îïåðàöèè, è ò.ä. Åñëè
ôîðìóëà èìååò âèä
T1+T2�T3+T4, òî â ðåçóëü-
òàòå ðàáîòû ïðîöåäóðû
Form äîëæíî áûòü ïî-
ñòðîåíî äåðåâî, ïîêà-
çàííîå íà ðèñóíêå 16.

Ïðîöåäóðà Form ïî ôîðìóëå A+B�C+D
ïîñòðîèò äåðåâî, èçîáðàæåííîå íà ðèñóí-
êå 17, à ïî ôîðìóëå A+(B�(C+D)) � äåðå-
âî, èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå 18.

Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è òèï ýëåìåíòà
äåðåâà ñèìâîëüíûé (elem_tree=char). Îïèøåì
ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ñòðîèò äåðåâî ñ óêàçàòåëåì
t íà åãî âåðøèíó äëÿ ôîðìóëû. Ïåðâûé ýëåìåíò
óæå âûáðàí. Òåêóùèé ñèìâîë õðàíèòñÿ â ïåðå-
ìåííîé c.
procedure Form (var t: tree);
 var p,t1,t2: tree;
begin
 Term(t1);
 {ïîñòðîåíî äåðåâî äëÿ ïåðâîãî òåðìà}
 while (c=�+�) or (c=���) do
   begin new(p);
     p^.info := c;
     {ñòðîèì óçåë äëÿ îïåðàöèè}
     p^.left := t1;
     c := cursym();
     {âûáðàëè ñëåäóþùèé ñèìâîë}
     Term(t2);
      {ïîñòðîåíî äåðåâî äëÿ âòîðîãî òåðìà}
     p^.right :=t2;
     {ïîäöåïèëè ê óçëó îïåðàöèè}
     t1 := p
   end;
   t := t1
end

Òåïåðü îïèøåì ïðîöåäóðó Term.
Íàì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðîöåäóðà Term óìå-
ëà ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó òåðìó ñòðîèòü äå-
ðåâî ñ óêàçàòåëåì íà êîðåíü t. Ìû îïðå-
äåëèëè òåðì òàê, ÷òî îí âñåãäà íà÷èíàåò-
ñÿ ñ ìíîæèòåëÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðî-
öåäóðà Mn(t) ñòðîèò äåðåâî îïåðàöèé äëÿ
÷àñòè ôîðìóëû, îïðåäåëåííîé êàê ìíî-

T

T

T T

+

�

+
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3

1 2

+
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+
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+
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C

Ðèñóíîê 16 Ðèñóíîê 17 Ðèñóíîê 18
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æèòåëü, è ôîðìèðóåò óêàçàòåëü t íà êî-
ðåíü ïîñòðîåííîãî äåðåâà. Ïðîöåäóðà
Term ïîõîæà íà ïðîöåäóðó Form.

Ïðîöåäóðà Mn àíàëèçèðóåò ÷àñòü
ôîðìóëû, îïðåäåëåííîé êàê ìíîæèòåëü,
ñòðîèò äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîàíà-
ëèçèðîâàííîé ÷àñòè ôîðìóëû, è âûáèðà-
åò ñëåäóþùèé çà ìíîæèòåëåì ñèìâîë. Ñ÷è-
òàåì, ÷òî ïåðâûé ñèìâîë ìíîæèòåëÿ óæå
âûáðàí. Ìíîæèòåëåì ÿâëÿåòñÿ ëèáî èäåí-
òèôèêàòîð, ëèáî ôîðìóëà, çàêëþ÷åííàÿ â
ñêîáêè. Åñëè î÷åðåäíîé ñèìâîë � áóêâà
(ìíîæèòåëü â äàííîì ñëó÷àå � ýòî èäåíòè-
ôèêàòîð), òî ñòðîèòñÿ äåðåâî t ñ îäíèì
óçëîì, è äëÿ àíàëèçà âûáèðàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèé ñèìâîë ôîðìóëû.

Åñëè æå î÷åðåäíîé ñèìâîë � îòêðû-
âàþùàÿ êðóãëàÿ ñêîáêà, òî òðåáóåòñÿ ïðî-
àíàëèçèðîâàòü ñëó÷àé, êîãäà ìíîæèòåëü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìóëó, çàêëþ÷åííóþ
â ñêîáêè. Ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðî-
öåäóðîé Form, êîòîðàÿ óìååò ñòðîèòü äå-
ðåâî ñ óêàçàòåëåì íà êîðåíü t äëÿ ëþáîé
ôîðìóëû. Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæèòåëü
èìååò âèä (f), è ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî â
ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîöåäóðû Form ïîñò-
ðîåíî äåðåâî ñî ññûëêîé íà êîðåíü t, ñî-
îòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå f. Ïîñëå ðàáîòû
ïðîöåäóðû Form âûáðàí ñëåäóþùèé çà
ôîðìóëîé ñèìâîë. Åñëè ýòîò ñèìâîë � çàê-
ðûâàþùàÿ ñêîáêà, òî àíàëèç ìíîæèòåëÿ
çàâåðøåí, îñòàëîñü âûáðàòü òîëüêî ñëå-
äóþùèé çà ñêîáêîé ñèìâîë äëÿ ïðîäîë-
æåíèÿ àíàëèçà ôîðìóëû. Åñëè
æå ïðîàíàëèçèðîâàíà ôîðìó-
ëà f, à çà íåé ñèìâîë, îòëè÷-
íûé îò çàêðûâàþùåé ñêîáêè,
òî íàðóøåí áàëàíñ ñêîáîê,
âîçíèêëà îøèáî÷íàÿ ñèòóàöèÿ.
Åñëè æå îêàæåòñÿ, ÷òî î÷åðåä-

íîé ñèìâîë íå áóêâà è íå îòêðûâàþùàÿ
ñêîáêà, òî äîëæíà áûòü çàôèêñèðîâàíà
îøèáêà.

Çàäà÷à 7.
Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó,

êîòîðàÿ ïî ôîðìóëå, ïðåäñòàâëåííîé ñòðî-
êîé, ñòðîèò äåðåâî îïåðàöèé. Ïî äåðåâó
îïåðàöèé ñôîðìèðóéòå ôîðìóëó â ïîñò-
ôèêñíîé çàïèñè.

Ôîðìàò ââîäà:
Ôîðìóëà ñî çíàêàìè îïåðàöèé «+», «�»,
«*», «/» è îïåðàíäàìè, ïðåäñòàâëåííûìè
áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà.

Ôîðìàò âûâîäà:
Ôîðìóëà â ïîñòôèêñíîé çàïèñè.

Çàäà÷à 8.
Îäíó è òó æå ôîðìóëó ìîæíî çàïè-

ñàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ðàññòàâëÿÿ â íåé
ñêîáêè èëè îïóñêàÿ èõ ñîãëàñíî ïðèîðè-
òåòàì îïåðàöèé. Íàïðèìåð, ôîðìóëà
a*b+c ìîæåò áûòü çàïèñàíà îäíèì èç ñïî-
ñîáîâ: (a*b)+c, ((a*b)+c), ((a)*(b)+(c)).

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôîðìóëû
ðàçëè÷íû, íî ýêâèâàëåíòû ìåæäó ñîáîé.
Ïàðó ñêîáîê íàçîâåì èçáûòî÷íîé, åñëè
ïîñëå åå óäàëåíèÿ ôîðìóëà îñòàåòñÿ ýê-
âèâàëåíòíîé èñõîäíîé. Òðè ïðèâåäåííûå
ôîðìóëû ñîäåðæàò èçáûòî÷íûå ñêîáêè.
Êàæäîé èç ÷åòûðåõ ôîðìóë ñîîòâåòñòâóåò
äåðåâî îïåðàöèé, ïðèâåäåííîå íà ðèñóí-
êå 19.

+

* c

a b

Ðèñóíîê 19 Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôîðìóëû ðàçëè÷íû, íî ýêâèâàëåíòû ìåæäó ñîáîé...
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Óðîâåíü 2. Ïóñòü çàäàíû äâå ôîðìó-
ëû f1 è f2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, ïðîâåðÿ-
þùóþ èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.

 Óêàçàíèå. Ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: ïî êàæäîé èç ôîðìóë ïî-
ñòðîèòü äåðåâî îïåðàöèé, çàòåì ñðàâíèòü
ïîñòðîåííûå äåðåâüÿ. Åñëè ôîðìóëû îò-
ëè÷àþòñÿ ëèøü èçáûòî÷íûìè ñêîáêàìè, òî
äåðåâüÿ îïåðàöèé ó íèõ äîëæíû ñîâïà-
äàòü.

Ôîðìàò ââîäà:
Ôîðìóëà 1
Ôîðìóëà 2

Ôîðìàò âûâîäà:
Äà/íåò

Ïðèìåð.
Ââîä:

(a*b)+c
((a*b)+c)

Âûâîä:
Äà

Çàäà÷à 9.
Óðîâåíü 1. Îïèøèòå àëãîðèòì ïðî-

âåðêè, ÿâëÿåòñÿ ëè îäíî äåðåâî ïîääåðå-
âîì äðóãîãî.

Çàäà÷à 10.
Íåìíîãî óñëîæíèì çàäà÷ó ñðàâíå-

íèÿ ôîðìóë. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìó-
ëû, ñîñòîÿùèå èç ìàëûõ ëàòèíñêèõ áóêâ,
êðóãëûõ ñêîáîê, çíàêîâ îïåðàöèé «+» è
«*», îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì êîììóòàòèâ-
íîñòè (ïåðåñòàíîâî÷íîñòè). Ôîðìóëû áó-
äåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íà êàæ-
äîì óðîâíå ñêîáîê îíè îòëè÷àþòñÿ ëèøü
ïîðÿäêîì ñâîèõ îïåðàíäîâ. Ñëåäóþùèå
ôîðìóëû ýêâèâàëåíòíû: (a+b) è (b+a),
((a*b)+c) è (c+(b*a)).

Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó,
ïðîâåðÿþùóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ôîðìóë ñ
ó÷åòîì êîììóòàòèâíîñòè îïåðàöèé.

Óêàçàíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåðèòü,
ýêâèâàëåíòíû ëè òàêîãî âèäà ôîðìóëû,
ìîæíî ïîñòðîèòü ïî íèì äåðåâüÿ îïå-
ðàöèé è äàëåå ñðàâíèâàòü ïîëó÷åííûå äå-
ðåâüÿ.

Ôîðìàò ââîäà-âûâîäà òàêîé æå, êàê
â çàäà÷å 8.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÑÈÌÂÎËÜÍÎÃÎ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß*

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó, â êîòîðîé
âñòðå÷àþòñÿ öåëûå êîíñòàíòû (äëÿ ïðî-
ñòîòû âîçüìåì îò 0 äî 9), ïåðåìåííûå,
êðóãëûå ñêîáêè è çíàêè îïåðàöèé «+» è 
«*». Òðåáóåòñÿ ïî çàäàííîé ôîðìóëå ïî-
ñòðîèòü ôîðìóëó, ÿâëÿþùóþñÿ åå ïðîèç-
âîäíîé ïî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé. Äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâèì ôîðìó-
ëó äåðåâîì îïåðàöèé. Â ðåçóëüòàòå äåé-
ñòâèé íàä äåðåâîì îïåðàöèé, ïðåäñòàâëÿ-
þùèì ôîðìóëó, ïîñòðîèì äåðåâî îïåðà-
öèé äëÿ ïðîèçâîäíîé çàäàííîé ôîðìóëû.

Åñëè ôîðìóëà f ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êîíñòàíòó, òî åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ.
Åñëè ôîðìóëà ñîñòîèò èç îäíîé ïåðå-
ìåííîé x, ïî êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïðîèç-
âîäíàÿ, òî ïî äåðåâó îïåðàíäîâ (ðèñó-

* Äëÿ ó÷àùèõñÿ 10�11 êëàññîâ.

x 1

f f�

áà

+ +

HG G� H�

f f�

à b

*

* *

+
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b

Ðèñóíîê 20

Ðèñóíîê 21

Ðèñóíîê 22
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íîê 20a) äîëæíî áûòü ïîñòðîåíî äåðåâî
(ðèñóíîê 20b).

Ïóñòü òåïåðü ôîðìóëà èìååò âèä:
g+h. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå äå-
ðåâî îïåðàöèé èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå
21à, ãäå G, H � äåðåâüÿ îïåðàöèé äëÿ ôîð-
ìóë g è h ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ïðîèç-
âîäíàÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà g'+h', òî äåðå-
âüÿ îïåðàöèé äëÿ ïðîèçâîäíûõ äîëæíû
áûòü òàêèìè, êàê íà ðèñóíêå 21b, ãäå G',
H' � äåðåâüÿ îïåðàöèé äëÿ ôîðìóë g', h'.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôîð-
ìóëû f, òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîèçâîäíûå äëÿ
ñîñòàâëÿþùèõ åå ôîðìóë g è h. Çàäà÷à
ñâåëàñü ê íåé ñàìîé, íî ñ áîëåå ïðîñòû-
ìè ïàðàìåòðàìè.

Íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé,
êîãäà ôîðìóëà f èìååò âèä g*h. Äåðåâî
äëÿ òàêîé ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíî íà ðè-
ñóíêå 22à. Ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìó-
ëà âèäà g'*h + g*h'. Åé ñîîòâåòñòâóåò äå-
ðåâî îïåðàöèé íà ðèñóíêå 22á, ãäå G, H,
G', H' � äåðåâüÿ îïåðàöèé äëÿ ôîðìóë g,
h, g', h', ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ñòðîèòü ïðîèçâîäíóþ â ýòîì ñëó÷àå, íàäî
óìåòü ñòðîèòü êîïèþ äåðåâà îïåðàöèé.

Çàäà÷à 11.*
Óðîâåíü 2. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êî-

òîðàÿ ïî ôîðìóëå ñòðîèò åå ïðîèçâîäíóþ.

Óêàçàíèå. Ïî ôîðìóëå ïîñòðîèòü äå-
ðåâî îïåðàöèé, ïî íåìó ïîñòðîèòü äåðåâî
îïåðàöèé äëÿ ïðîèçâîäíîé, äàëåå ïîñòðî-
èòü ôîðìóëó-ïðîèçâîäíóþ.

Ôîðìàò ââîäà:
Ôîðìóëà, ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííûå, ïðåä-
ñòàâëåííûå ñòðî÷íûìè áóêâàìè ëàòèíñêî-
ãî àëôàâèòà, êîíñòàíòû îò 0 äî 9, çíàêè
îïåðàöèé +, *, êðóãëûå ñêîáêè.

Ôîðìàò âûâîäà:
Ôîðìóëà-ïðîèçâîäíàÿ.

Ïðèìåð.
Ââîä:

x+x*x
Âûâîä:

1+2*x

ÓÏÐÎÙÅÍÈÅ ÔÎÐÌÓË

Ïóñòü çàäàíà ôîðìóëà f=(a*x+b)*(x�2),
ãäå x � ïåðåìåííàÿ, a, b � êîíñòàíòû. Ýòîé
ôîðìóëå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü äåðåâî
îïåðàöèé, èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå 23.

Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî
ôîðìóëå ñòðîèò åå ïðîèçâîäíóþ...
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Ðèñóíîê 24

Ðèñóíîê 23
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Äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîèçâîäíîé ïî
x, ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 24. Óæå íà
ýòîì ïðèìåðå âèäíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ôîð-
ìóëà ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî óïðîùåíà,
åñëè âûïîëíèòü íåêîòîðûå î÷åâèäíûå äåé-
ñòâèÿ. Ðàññìîòðèì, ïîääåðåâüÿ, ïîêàçàí-
íûå íà ðèñóíêå 25. Ïîääåðåâî 1 ìîæåò
áûòü ïðåîáðàçîâàíî â ïîääåðåâî 2, ïîääå-
ðåâî 3 � â ïîääåðåâî 4, ïîääåðåâî 5 � â
ïîääåðåâî 6.

Ñëåäóþùàÿ íàøà öåëü � âûïîëíèòü
îïèñàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è, òåì ñàìûì,
ñîêðàòèòü ïîëó÷åííîå äåðåâî îïåðàöèé.

Çàäà÷à 12.
Óðîâåíü 1. Îïèøèòå àëãîðèòì, ïî-

çâîëÿþùèé âûïîëíÿòü ÷àñòè÷íûå âû÷èñ-
ëåíèÿ äëÿ ôîðìóë, ïðåäñòàâëåííûõ äåðå-
âîì îïåðàöèé è ñîäåðæàùèõ êîíñòàíòû.

Óðîâåíü 2. Íà îñíîâå ïðåäëîæåííî-
ãî àëãîðèòìà íàïèøèòå ïðîãðàììó ÷àñòè÷-
íûõ óïðîùåíèé ôîðìóëû.

Ôîðìàò ââîäà:
Ôîðìóëà, ñîäåðæàùàÿ ïåðåìåííûå, ïðåä-

ñòàâëåííûå ñòðî÷íûìè áóê-
âàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà,
êîíñòàíòû îò 0 äî 9, çíàêè
îïåðàöèé +, *, �, êðóãëûå
ñêîáêè.

Ôîðìàò âûâîäà:
Óïðîùåííàÿ ôîðìóëà.

Ïðèìåð.
Ââîä:

(a+x)*1+b*0�0
Âûâîä:

a+x
Íàïðèìåð, ïîñëå âûïîëíåíèÿ äåé-

ñòâèé ñ êîíñòàíòàìè ôîðìóëà, î êîòîðîé
ãîâîðèëîñü âûøå, áóäåò óïðîùåíà, äåðåâî
îïåðàöèé, ïðåäñòàâëÿþùåå óïðîùåííóþ
ôîðìóëó, èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 26.

Çàäà÷à 13.
Óðîâåíü 2. Çàäàíî ëîãè÷åñêîå âûðà-

æåíèå, ñîñòîÿùåå èç ïåðåìåííûõ, êðóã-
ëûõ ñêîáîê, çíàêîâ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé
�|� (èëè), �&� (è), �~� (îòðèöàíèå), ëîãè-
÷åñêèõ êîíñòàíò È (èñòèíà) è Ë (ëîæü).
Èìÿ ëþáîé ïåðåìåííîé çàäàåòñÿ îäíîé ëà-
òèíñêîé áóêâîé. Âû÷èñëåíèå âûðàæåíèÿ
ïðîèçâîäèòñÿ ñîãëàñíî ïðèîðèòåòàì îïå-
ðàöèé. Îïåðàöèÿ îòðèöàíèÿ èìååò íàèâûñ-
øèé ïðèîðèòåò, ïðèîðèòåò îïåðàöèè �&�
âûøå ïðèîðèòåòà îïåðàöèè �|�. Òðåáóåò-
ñÿ óïðîñòèòü âûðàæåíèå, ïðîèçâåäÿ êîí-
ñòàíòíûå âû÷èñëåíèÿ è óäàëèâ ëèøíèå
ñêîáêè. Óïðîùåíèÿ äîëæíû ïðîèçâîäèòü-
ñÿ ñîãëàñíî ïðàâèëàì, ïðèâåäåííûì â òàá-
ëèöå, ÷åðåç a îáîçíà÷åíî ïðîèçâîëüíîå âû-
ðàæåíèå.

.

* a * 0 � 1

a 0 11 x 0

1 2 3 4 5 6

+

a

+*

ax x2

* b�
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Îïèøèòå àëãîðèòì,
ïîçâîëÿþùèé âûïîëíÿòü
÷àñòè÷íûå âû÷èñëåíèÿ
äëÿ ôîðìóë...
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Èñõîäíîå Ïîñëå
âûðàæåíèå çàìåíû
a | Ë a
a | È È
a & Ë Ë
a & È a
~~a a
a & ~a Ë
a | ~a È
~È Ë
~Ë È

Ïðîãðàììà äîëæíà ïðèìåíÿòü óêà-
çàííûå ïðàâèëà ê çàäàííîìó âûðàæåíèþ
äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Ïîðÿäîê
ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë ìîæåò áûòü ïðîèçâîëü-
íûì.

Ôîðìàò ââîäà:
Âûðàæåíèå, ñîñòîÿùåå èç ñòðî÷íûõ áóêâ
ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, êðóãëûõ ñêîáîê, çíà-
êîâ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé «|» (èëè), «&»
(è), «~» (îòðèöàíèå), ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò
È (èñòèíà) è Ë (ëîæü).

Ôîðìàò âûâîäà:
Óïðîùåííîå âûðàæåíèå.

Ïðèìåð.
Ââîä:

a & È & È | b
Âûâîä:

a | b

Ìû ðàññìîòðåëè áèíàðíîå äåðåâî
è àëãîðèòìû ðàáîòû ñ íèì. Ïðåäñòàâëåí-
íûå íàìè àëãîðèòìû àíàëèçèðîâàëè, â îñ-
íîâíîì, ñòðóêòóðó äåðåâà è, â ìåíüøåé
ìåðå, ýëåìåíòû, èç êîòîðûõ äåðåâî ñòðî-
èëîñü.

Äåðåâî ïîèñêà èñïîëüçîâàëè äëÿ ðà-
áîòû ñ äàííûìè, íà êîòîðûõ çàäàí ïîðÿ-
äîê. Ìíîãèå àëãîðèòìû, îïèñàííûå äëÿ
áèíàðíûõ äåðåâüåâ, ïðèìåíèìû è â ñëó-
÷àå äåðåâüåâ ïîèñêà. Íåêîòîðûå àëãîðèò-
ìû äëÿ äåðåâà ïîèñêà áûëè èçìåíåíû.
Ïîèñê ýëåìåíòà â äåðåâå ïîèñêà ìîæíî
äåëàòü ýôôåêòèâíåå, ÷åì ïðîñòî â áèíàð-
íîì äåðåâå. Áûëè äîáàâëåíû íîâûå àëãî-
ðèòìû, ïðèñóùèå òîëüêî äåðåâüÿì ïîèñ-
êà: äîáàâëåíèå ýëåìåíòà â äåðåâî ïîèñêà,
ïîñòðîåíèå äåðåâà ïîèñêà, ïîèñê ñ âêëþ-
÷åíèåì è äð.

Çàäàíî ëîãè÷åñêîå âûðàæåíèå...

Ìû ðàññìîòðåëè áèíàðíîå äåðåâî è
àëãîðèòìû ðàáîòû ñ íèì. Ïðåäñòàâëåííûå
íàìè àëãîðèòìû àíàëèçèðîâàëè, â îñíîâíîì,
ñòðóêòóðó äåðåâà è, â ìåíüøåé ìåðå,
ýëåìåíòû, èç êîòîðûõ äåðåâî ñòðîèëîñü...
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Äåðåâî îïåðàöèé èñïîëüçîâàëîñü äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóë. Ìíîãèå àëãîðèò-
ìû, îïèñàííûå äëÿ áèíàðíûõ äåðåâüåâ,
ïðèìåíèìû è äëÿ äåðåâüåâ îïåðàöèé, ïðè-
÷åì, äëÿ äåðåâüåâ îïåðàöèé àëãîðèòìû
èìåþò ñâîþ èíòåðïðåòàöèþ. Íàïðèìåð ,
ïîèñê ÷èñëà ëèñòüåâ â áèíàðíîì äåðåâå
ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïîèñê îïåðàíäîâ â
äåðåâå îïåðàöèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå îáõî-
äû áèíàðíûõ äåðåâüåâ ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü
ôîðìóëû â áåññêîáî÷íîé çàïèñè. Ñïåöè-
ôè÷íûìè äëÿ äåðåâüåâ îïåðàöèé ÿâëÿþò-
ñÿ àëãîðèòìû: ïîñòðîåíèå ïî ôîðìóëå äå-
ðåâà îïåðàöèé, âûâîä ôîðìóëû â èíôèê-
ñíîé çàïèñè ñ íåîáõîäèìûìè ñêîáêàìè,
âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôîðìóëû, äèôôåðåí-
öèðîâàíèå ôîðìóëû, âûïîëíåíèå ÷àñòè÷-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé è äð.

Ñëåäóÿ òåõíîëîãèè îáúåêòíî-îðèåí-
òèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìîæíî
ñîçäàòü îáúåêò «áèíàðíîå äåðåâî», êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ ðîäèòåëåì äâóõ äðóãèõ îáúåê-

áèíàðíîå 

äåðåâî

äåðåâî

ïîèñêà

äåðåâî

îïåðàöèé
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ÍÀØÈ   À Â ÒÎ ÐÛ

òîâ: «äåðåâî ïîèñêà» è «äåðåâî îïåðà-
öèé». Ïîòîìêè íàñëåäóþò ìåòîäû ðîäèòå-
ëÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìåòîäû ðîäèòåëÿ
ìîãóò áûòü ïåðåîïðåäåëåíû. Êàæäûé ïî-
òîìîê ìîæåò èìåòü ñâîè ñîáñòâåííûå ìå-
òîäû. Îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîå ïðî-
ãðàììèðîâàíèå � îòäåëüíàÿ èíòåðåñíàÿ
òåìà, à ìû çàìåòèì ëèøü, ÷òî è îòíîøå-
íèÿ ìåæäó îáúåêòàìè îòîáðàæàþòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ äåðåâà, íàïðèìåð, èçîáðàæåííîãî
íà ðèñóíêå 27.
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